Mere varijabilnosti- disperzije

Osnovna karakteristika vrednosti jednog istog obelezja je, da ta vrednost varira od jedne
do druge statisticke jedinice osnovnog skupa. Te vrednosti, mere centralne tendencije, a pre
svega aritmeticka sredina, sazimaju u jednu broj¢anu vrednost. Ta broj¢ana vrednost treba da
bude reprezentativna za sve vrednosti. Njena reprezentativnost zavisi od stepena varijabilnosti
pojedinac¢nih vrednosti u odnosu na centralnu vrednost, konkretno u odnosu na aritmeticku
sredinu. Ukoliko je varijabilnost manja, utoliko su vrednosti obeleZja sabijenije oko aritmeticke
sredine (manje odstupaju) i ona je reprezentativnija, a za takav skup kazemo da je homogen.
Obrnuto, ako je varijabilnost veca, odstupanje pojedinacnih vrednosti od aritmeti¢ke sredine je
vece, a reprezentativnost aritmeticke sredine je manja i za takav skup kazemo da je heterogen.

Sa druge strane, ako imamo informaciju da je prosek lecenja u jednoj bolnici 8 dana, a u
drugoj takode 8 dana, mogao bi da navede na pogresan zakljucak da je duZina trajanja leCenja
kod pojedinih slucajeva u vecini jednaka u obe bolnice. Drugim reima, da su rasporedi duzine
trajanja leCenja po pacijentu, jednaki u obe bolnice. Medutim, to moze ali ne mora da bude tako.
Znaci, da bi smo mogli da poredimo dve ili viSe serija, pored informacije o prosecnoj vrednosti,
moramo da imamo i informaciju o odstupanju pojedina¢nih vrednosti od proseka.

Sledi zaklju¢ak da mere varijabilnosti zapravo ukazuju na reprezentativnost mera
centralne tendencije. Manja mera varijabilnosti ukayuje na vecu repreyentativnost srednje
vrednosti 1 obrnuto. Mere varijabilnosti nas opredeljuju koju od meara centralne tendencije trba
da koristimo, aritmeticku sredinu (ukoliko je skup homogen), ili medijanu (ukoliko je skup
heterogen).

Varijabilnost, disperzija, odstupanje pojedinacnih vrednosti ispitivanog obelezja u odnosu
na prosek merimo tzv. merama varijabilnosti ili disperzije. One mogu da budu, prema brojéanom
izrazu apsolutne i relativne.

Apsolutne mere disperzije

Apsolutne mere disperzije varijabilnosti su:
1) Interval varijacije;

2) Interkvartilna razlika;

3) Varijansa i

4) Standardna devijacija.



Relativne mere varijabilnosti su:
1) Koeficijent varijacije i

2) Standardizovano odstupanje ili z-vrednost.

Interval varijacije

Interval varijacije je gruba i orjentaciona mera varijacije 1 predstavlja razliku izmedu
maksimalne 1 minimalne vrednosti serije. [zraCunava se po formuli:

Iv=Xmax-Xmin-
Iv-interval varijacije

Primer 1: U prethodnom primeru, o duzini leCenja u dve bolnice, najduze lecenje jednog
bolesnika je iznosilo 22 dana, a najkrace leenje je bilo 6 dana. U drugoj bolnici
najduze lecenje je bilo 18 dana, a najkra¢e5Sdana. Na osnovu oviih podataka:

Iv =Xmax-Xmin = 22-6=16 prva bolnica
Iv = Xmax-Xmin= 18-5=13 druga bolnica

Na osnovu dobijenih vrednosti za interval varijacije zaklju¢ujemo:

1. U prvoj bolnici su obe ekstremne vrednosti udaljenije od centralne vrednosti serije nego u
drugoj bolnici;

2. Vise se slucajeva u drugoj bolnici po duzini leCenja grupiSe oko proseka u odnosu na
prvu bolnicu. Manji interval varijabilnosti koincidira sa ve¢om grupisano$¢u c¢lanova
serije oko centralne vrednosti;

3. Sto je ve¢i interval varijacije to je veéa varijabilnost pojedinagnih vrednosti oko proseka,
to je prosek manje reprezentativan i obrnuto, manja vrednost, manja varijabilnost, veca
sabijenost, veca reprezentativnost proseka.

Nedostaci:

a) Uzima u obzir samo dve vrednosti, odnosno, samo dva ¢lana serije, sa najvecom i
najmanjom vrednoséu i

b) Obzirom da se radi o ekstremnim vrednostima to one mogu da budu veoma udaljene od
osnovne koncentracije ostalih vrednosti serije.



Interkvartilna razlika

Primer 2: Izmerena je telesna masa 11 novorodencadi i dobijene vrednosti su sredene po

veli¢ini:
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X 2,8 3,2 3,4 3,6 3,7 3,8 4,0 4.4 4.6 4.8 5,0
Qi Q2 Qs

Medijanu ovog statistickog skupa predstavlja telesna masa Sestog novorodenceta pa je
Me = 3,8 kg. Kao §to nam je ve¢ poznato, medijana deli niz na 50% vrednosti manje od medijane
i na 50% vrednosti vec¢e od medijane. Ako svaku od ove dve polovine podelimo na jo$ po pola,
dobijamo Ccetiri jednaka dela statisticke serije od kojih svaki sadrzi po 25% vrednosti serije.
Ovako ustrojeni delovi serije nazivaju se kvartilima (Q), ¢etvrtinama.

Kako jedan kvartil predstavlja Cetvrtinu serije, to se njihova mesta u nizu vrednosti
izraCunavaju na slede¢i nacin:
N+l 12

1. Mesto prvog kvartila O, == =" 3. Tezina tréeg novorodenceta predstavlja vrednost

prvog kvartila (Q,), pa je njegova vrednost Q;=3,4 kg.

U intervalu od 2,8 (minimalna vrednost) do 3,4 kg nalazi se 25% svih vrednosti serije 1 ovo
su 25% najmanjih vrednosti od ukupnog broja vrednosti (od 100% vrednosti, od svih
vrednosti).

N+l 12

2. Mesto drugog kvartila Q, = 5 —?=6. Telesna masa 6, novorodenceta predstavlja

vrednost drugog kvartila, pa je Q,=3,8 kg. Medijana je ustvari drugi kvartil serije pa je Me
= Qy. U intervalu izmedu drugog (medijane) i prvog kvartila nalazi se 25% vrednosti, koje
su ve¢e od vrednosti intervala prvog kvartila, ali su manje od svih ostalih vrednosti. U
nasem primeru ovaj interval je izmedu 3,4 1 3,8 kg.

3N+1 36 « .
= 9. Telesna masa devetog novorodenceta predstavlja

3. Mesto treceg kvartila Q; =

vrednost tre¢eg kvartila pa je Q3=4,6 kg. U intervalu izmedu Q, (medijane) i Q3 nalaze se
25% vrednosti serije ve¢e od prethodnih vrednosti ali manje od ostalih 25% vrednosti
serije. Za nas primer to je interval od 3,8 kg (Q,=Me) do 4,6 kg = Q3.

4. Vrednost Cetvrtog intervala predstavlja maksimalnu vrednost serije, pa je u nasem primeru
Q4=5,0 kg
Osnovni zakljucak je: Izmedu prvog (Q) i tre¢eg (Qs3) kvartila nalaze se 50% svih

vrednosti serije, a van ovog intervala ostaju jo§ 50% vrednosti, od kojih 25% manjih od Q;
(ekstremno najmanje vrednsoti) i 25% vrednosti veée od Q3 (ekstremno najveée vrednosti).



Zato se razlika izmedu tre¢eg 1 prvog kvartila uzima kao mera varijabilnosti jer ova
mera, za razliku od intervala varijacije iskljuCuje ekstremno male i ekstremno velike
vrednosti.'

Dakle, interkvartilnu razliku, mozemo da definiSemo kao distancu izmedu prvog i
treceg kvartila, pa je formula za njegovo izraCunavanje:

Ig=05-0.
Za na$ primer:
Iq = Q3'Q1 = 452 - 392 = 152 kg

U intervalu izmedu 3,4 kg i1 4,6 kg, nalazi se telesna masa 50% novorodencadi,
odnosno u intervalu od 1,2 kg. Na ovaj nafin smo izbegli merenje disperzije na osnovu
ekstremnih vrednosti.

Zakljudivanje o stepenu varijabilnosti je isto kao i kod intervala varijacije: Sto je
interkvartilna razlika manja to je varijabilnost manja, a sabijenost vrednosti oko centra veca i
obrnuto.

Interkvartilna razlika i interval varijacije mogu da se uporeduju i ako je interkvartilna
razlika znatno manja od intervala varijacije, to znac¢i da na krajevima sredene serije, postoje
ekstremno niske i1 ekstremno visoke vrednosti. U naSim primeru za telesnu masu
novorodencadi:

a)  Iv= Xpax — Xin = 5,0~ 2,8 =22 kg
b) Iq=Q3-Q1=4,6-3,4=12kg
o) Iwig=22/12=18

Interval varijacije je skoro dva puta ve¢i od interkvartilne razlike, $to znaci da postoje
novorodencadi, izmedu 25% gore 1 dole koja imaju ekstremne vrednosti u odnosu na prosek,
pa je statisticka serija (uzorak) heterogena.

Za sve izvedene radnje i konstatacije uslov je i da je serija sredena po veli¢ini vrednosti od najmanje do
najvece ili obrnuto. Drugo, izneti primeri se odnose samo na osnovnu seriju (prost statisticki niz) i sa
neparnim brojem podataka u njemu.



Varijansa i standardna devijacija

Dok interval varijacije obuhvata samo dve vrednosti serije, a interkvartilna razlika
50% vrednosti, dotle varijansa i standardna devijacija obuhvataju distancu svih vrednosti u
odnosu na prosek (centar), odnosno u odnosu na aritmeticku sredinu.

Kako je zbir odstupanja svih ¢lanova serije od aritmeticke sredine jednak nuli, to nije
moguce izradunati prosek odstupanja.” Da bi se izbegla 0, pristupilo se kvadriranju razlika
pojedinacnih vrednosti od aritmeticke sredine, i iz njihovog zbira je izraCunato prosecno
kvadratno odstupanje.

Prosetno kvadratno odstupanje svih vrednosti serije od aritmeticke sredine,
izraCunato gore definisanim postupkom predstavlja Varijansu ¢ija je matematicka definicija:

>(x-XJ =2 3

Bapujanca — SD* =

Dok interval varijacije obuhvata samo dve vrednosti serije, a interkvartilna razlika
50% vrednosti, dotle varijansa i standardna devijacija obuhvataju distancu svih vrednosti u
odnosu na prosek (centar), odnosno u odnosu na aritmeti¢ku sredinu.Za statisticku seriju koja
nije sredena u vidu distribucije frekvencije.

> Moxe /a ce u3padyHa H arcoJIyTHO IPOCEYHO OACTYINAE O MPOCceKa, KaJia ce 3aHeMape IUTyC U
MHHYC BPEIHOCTH, aJJM OHO He oMoryhaBa Jlajbe CTaTHCTHYKE OIepalyje, ra OBJIe Kao TaKBO HHje
HH 0OpaleHo.



Primer 3: Uzmimo za primer telesne mase 11 novorodencadi iz prethodnog podpoglavlja:
2,9 3,0 3,2 3,4 3,5 3,7 3,9 4,1 42 45 4,7 kg.

ReSenje: Radi izraCunavanja varijanse po navedenim formulama treba konstruisati radnu
tabelu

— —\2
N X  x-Xx (x-x) x
1 29 29-373=-083 0,69 8.41
2 3.0 3.0-373=-073 0,54 9,00
3 32 32-373=-053 028 10,24
4 34 34-373=-033 0,11 11,56
5 35 35-373=-023 0053 1225
6 3,7 3,7-373=-003 00009 13,69
7 39 39-373=+40,17 0,029 1521
8 41 41-373=+037 0,14 16,81
9 42 42-373=4047 022 17,64
10 45 45-373=4077 0,59 20,25
1 47  47-373=4097 094 22,09
> 411 0,00 3.59 157,15

Postupak

1. Prvo izraéunamo aritmeti¢ku sredinu:

— X
X= Z = 41,1 =3,73kg
n 1

Izracunamo razlike izmedu svake vrednosti 1 vrednosti aritmeticke sredine: x-3,73 kg (trec¢a
kolona u radnoj tabeli). Obavezno treba proveriti da li je suma razlika jednaka 0. Ako nije,
onda postoji greSka u izraCunavanju aritmeticke sredine. Zanemarljiva razlika, kao u nasem
primeru moze da se javi zbog zaokruzivanja decimala.

2. Dobijene razlike kvadriramo i kvadrate saberemo i na taj nacin dobijemo ukupnu sumu
kvadratnog odstupanja:

Yx — x - (Cetvrta kolona u radnoj tabeli)

4. Na osnovu podataka iz radne tabele, a na osnovu formule, dobijamo:

Sr-xf 359
n T

SD?* =

= 0,33kg



Po drugoj formuli, koja se obi¢no i naziva radnom formulom za varijansu, znatno je
jednostavnije izraCunati varijansu, a vrednost je ista. Potrebno je u radnoj tabeli formirati
kolonu za kvadrate svake vrednosti i dobijene kvadrate sabrati Tx°.

Kako je za nas primer =x” = 157,15 (peta kolona u radnoj tabeli) to je:

Tx? 157,15
=—— &= — 13,91 = 14,24 — 13,91
n 11

sD

$D? =0,33kr

I ovim postupkom je dobijena ista vrednost za varijansu, pa ga zbog jednostavnosti
treba primenjivati u praksi.

Odmah treba uociti, da je vrednost varijanse dobijena na drugom stepenu, odnosno
0,33 kg’, §to je apsurdna vrednost i nepogodna za poredenje.

Da bi se izbegla apsurdnost, pristupilo se vadenju korena iz dobijene vrednosti za
varijansu, i tako se dobilo prose¢no odstupanje u istim mernim jedinicama u kojima je izraze-
na i vrednost posmatranog obelezja. Tako se ustvari doSlo do Standardne devijacije, kao
apsolutne mere varijabilnosti, pa je:

Standardna devijacija kvadratni koren iz varijanse, a formule za njeno izraCunavanje:

X

SD*=+/5D? = Nzx% win SD = *ql-T - x

Standardna devijacija za na$§ primer bi imala vrednost:
SD=+5D?= +0,33= 0,57 &r
Odnosno SD = 570 grama.

Zakljucivanje: Ukoliko je vrednost standardne devijacije manja, to je sabijenost
vrednosti oko aritmeticke sredine veca, pa je i njena reprezentativnost za seriju (uzorak ili
osnovni skup) veca, i obrnuto. Veca vrednost standardne devijacije - veca varijabilnost i sve
ostalo §to sledi iz toga.

Nedostatak: Standardna devijacija omogucava poredenje izmedu varijabilnosti dve
serije ako su vrednosti date u istim mernim jedinicama i ako su aritmeti¢ke sredine serija
medusobno jednake. Medutim, i pored ovog nedostatka, kao Sto ¢emo videti, u statisti¢koj
metodologiji pored aritmeticke sredine, standardna devijacija je odigrala najznacajniju ulogu.



Varijansa i standardna devijacija za distribuciju frekvencije, kao 1 aritmeticka sredina,
zahtevaju slozenije matematicke postupke, mada u principu postoji potpuna analogija sa
izraCunavanjem kod proste statisticke serije.

a) Varijansa i standardna devijacija za osnovnu distribuciju frekvencije (bez grupnih intervala)
izraCunavaju se po formulama:

2_Zf(X—})Z zﬂ(z
SD” = Zf ili Zf

. _ X
a podsetimo se: x = ﬁ,

xf

U praksi treba koristiti drugu formulu za koju je sadrzaj radne tabele:

X f fx fx

x| f Jix1 (fi x0)x1 = fi xi°
1

X2 f frx (s x2)x2 = fo X3
2

X3 f f3x3 (fs X3)x3 = f3 x5
3

Xn f ' fn Xn (fn Xn)Xn = fn x2

) z >fx > x
S

Formule za izraCunavanje varijanse i standardne devijacije bile bi:

-2 =2
sp? =X 52 sposp? - zf—x"—iz.
f f



Podsetimo se:

Aritmeticka sredina grupnog intervala (x;)izraCunava se tako Sto se pocetna (donja, manja)
vrednost 1 zavrS$na vrednost (gornja, veca) intervala saberu, pa se dobijeni zbir podeli sa 2.

Formula aritmeticke sredine za distribuciju frekvencija sa grupnim intervalima je:

zf

)?:

Relativne mere disperzije

Osnovni nedostatak apsolutnih mera varijabilnosti, pa i standardne devijacije kao
najrelevantnije, je u tome §to se njihove vrednosti moraju da iskazuju u mernim jedinicama u
kojima je iskazano posmatrano obelezje, pa nije moguce poredenje varijabilnosti dve serije
sa razli¢itim mernim jedinicama. Ovaj problem je razreSen relativnim merama varijabilnosti
(1) Koeficijentom varijacije 1 (2) z -vrednoscu.

Koeficijent varijacije

Koeficijent varijacije (Cv) je odnos (koli¢nik) izmedu standardne devijacije i aritmeticke
sredine. Obic¢no se iskazuje u procentima, pa je njegova formula:

c, =32 100

v
X

Primer 4: Za statisti¢ki niz telesnih masa 11 novorodencadi, kod koga je x¥=3,73 kg, a
SD=0,57 kg, koeficijent varijacije je:

o

0.5

Cv== — =100 =15,28%

3,73

Primer 5: Prosecna telesna duzina istih 11 novorodencadi iznosila je x =50 cm i SD=10 cm.
Da li je duzina novorodencadi varijabilnija od telesne mase pri rodenju?
¢, =32 100=1%100 =220 _ 9,
X 50 50 )
Zakljugivanje: Sto je relativna vrednost koeficijenta varijabilnosti manja, to je i vari-
jabilnost manja, sabijenost oko proseka veca, njegova reprezentativnost veca. Ustvari, Sto se

tice koeficijenta varijacije, postoji pravilo po kome ako je relativna vrednost koeficijenta



manja od 30%, statisticki niz, (uzorak, osnovni skup) moZe se smatrati homogenim, a
aritmeticka sredina, reprezentativnom centralnom vrednoscu.

C, <30% - homogeni skup
C, > 30% heterogeni skup

Prema ovom pravilu, i telesna masa i telesna duzina 11 novorodencadi predstavljaju
homogen uzorak, (Cv < 15,28% < 30% 1 Cv = 10% < 30%), pri ¢emu je telesna duzina
znatno homogenija, odnosno znatno je manja prosecna varijabilnost pojedinacnih vrednosti u
odnosu na sopstvenu aritmeticku sredinu.

Standardizovano odstupanje

Sve dosadasnje mere varijabilnosti, su mere zajednickog (ukupnog) odstupanja svih
vrednosti od sopstvenog proseka. Medutim, varijacija se moze ocenjivati i sa gledista in-
dividualnih podataka, odnosno svake vrednosti pojedinacno. Tako, mozemo da postavimo
pitanje koliko odstupa telesna masa novorodenceta od 3 kg, od aritmeticke sredine x =3,73
kg (primer 11 novorodencadi). U apsolutnom iznosu ovo odstupanje je:

x-x=3-3,73=-0,73

Odgovor na pitanje da li je ova razlika velika ili mala, daje uporedenje razlike sa
standardnom devijacijom istog niza, Cija je vrednost: SD=0,57 kg. Stavljanjem ove dve
vrednosti u odnos dobija se:

0,73

— = 1,28
0,57

Vrednost od 1,28 govori da je telesna masa novorodenceta od 4 kg udaljena od
aritmeticke sredine 1,28 standardnih devijacija. Znak minus (-) znaci, da je ova vrednost
manja od aritmeticke sredine (x=3<x =3,73) i da se na grafi¢kom prikazu nalazi levo od
aritmeticke sredine.

Odstupanje svake individualne vrednosti serije od aritmeti¢ke sredine te serije, kada
se izrazi u jedinicama standardne devijacije, predstavlja standardizovano odstupanje ili Z-
vrednost kako se ono najcesce iskazuje u statistici. [zracunava se po formuli:

x—Xx

z—vrednost =

Standardizovano odstupanje predstavlja opSte sredstvo ocene odstupanja indi-
vidualnih podataka od aritmeticke sredine i njihovog rasporedivanja oko aritmeti¢ke sredine.
Z-vrednost ima svoju posebnu ulogu, kod tzv. standardizovanog normalnog rasporeda, o
¢emu Ce biti re¢i u posebnom poglavlju.



Mere varijabiliteta-izracunavanje u MS Excelu

Interval varijacije:

Najjednostavnija i najgrublja mera varijabilnosti i1 predstavlja razliku minimalne i

maksimalne vrednosti: Xmax-Xmin.

U programu MS Excel nemamo direktnu funkciju za izraCunavanje intervala varijacije,

ali ga veoma lako izraCunavamo koristeci se formulom:

=MAX(raspon podataka) — MIN(raspon podataka).

Varijansa i standardna devijacija:

Varijansa predstavlja prosecno kvadratno odstupanje svih vrednosti od aritmeticke
sredine, a njenim korenovanjem dobijamo standardnu devijaciju. Standarna devijacija predstavlja

najvazniju meru varijabilnosti, pa samim tim 1 naj¢es¢e koriS¢enu pri prikazivanju rezultata.

U programu MS Excel varijansu iz negrupisanih podataka izraCunavamo pomocu

funkcije:
=VARP(raspon podataka)
Za izraCunavanje standardne devjacije iz negrupisanih podataka koristimo funkciju:
=STDEVP(raspon podataka)
Inerkvartilna razlika:

Interkvartilna razlik razliku trec¢eg i prvog kvartila. U programu MS Excel se izraCunava

prema funkciji:

=QUARTILE(raspon podataka;3) - QUARTILE(raspon podataka;1)



Koeficijent varijacije:

Koeficijent varijacije, ili Cv, predstavlja relativnu meru varijabilnosti, i sluzi nam za
procenu varijabilnosti nekog statistickog niza, poredenjem standardne devijacije 1 aritmetiCke
sredine. To je vrednost koja nam omogucava poredenje varijabilnosti dva statisticka niza, koja
nemaju iste srednje vrednosti. Ukoliko je Cv<30%, smatra se da je skup homogen, i suprotno,

ukoliko je Cv>30%, smatramo da je skup heterogen.

U programu MS Excel ne postoji funkcija za direktno izraCunavanje koeficijenta

varijacije, ve¢ se izraCunava upisivanjem obrasca:

=STDEVP(raspon podataka)/ AVERAGE(raspon podataka)*100



